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Resumo

> Sintaxe
> Semantica

> Distribuicbes parametrizadas
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Redes Bayesianas

Notacdo grafica simples para assercbes de independéncia condicional
e portanto uma especificacdo compacta para distribuicoes conjuntas totais

Sintaxe:
um conjunto de nds, um por variavel
um grafo aciclico dirigido (arco ~ "“influencia directamente”)
uma distribuicdo condicional para cada né dados os seus pais:
P(X;|Parents(X;))

No caso mais simples, distribuicdo condicional representada como
uma tabela de probabilidade condicionada (CPT) especificando
a distribuicao de X; para cada combinacdo dos valores dos pais
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Exemplo

Topologia da rede codifica assercdes de independéncia condicional:

Toothache @

Weather é independente das outras varidveis

Toothache e Catch sao condicionalmente independentes dado C'avity
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Exemplo

Estou no trabalho, o vizinho John telefona-me para dizer que o meu alarme estd
a tocar, mas a vizinha Mary n3o telefona. Ocasionalmente dispara por causa de
pequenos tremores de terra. A minha casa esta a ser assaltada?

Variaveis: Burglar, Earthquake, Alarm, JohnCalls, MaryCalls
Topologia da rede reflecte conhecimento “causal”:

— Um assaltante pode disparar o alarme

— Um tremor de terra pode disparar o alarme

— O alarme pode fazer com que a Mary telefone

— O alarme pode fazer com que o John telefone
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Exemplo (cont.)
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Representacao Compacta

Uma CPT para X; Booleana com k pais Booleanos requer @

2% linhas para as combinacdes de valores dos pais

Cada linha requer um nimero p para X; =true ﬁ

(o nimero para X; = false é simplesmente 1 — p) @ @

Se cada variavel ndo tem mais de £ pais,
. k s
a rede precisa no total de O(n - 2") nimeros

|l.e., cresce linearmente com n, vs. O(2") para a distribuigdo conjunta total

Para a rede do assaltante, 1 4+ 1 + 4 + 2+ 2=10 ndmeros (vs. 2> — 1 = 31)
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Semantica Global

Semantica global define a distribuicao conjunta total @
como o produto distribuicdes condicionais locais:
P(Xy,...,X,) = H?ZIP(XAParents(Xi)) ﬁ

Nesta situacdo dizemos que a distribuicdo P é compativel com a rede G.

eg., P(JAmMAaN—bA—e)
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Semantica Global

Semantica global define a distribuicao conjunta total @
como o produto distribuicdes condicionais locais:
P(Xy,...,X,) = H?ZIP(XAPCLTGMS(X?;)) ﬁ

Nesta situacdo dizemos que a distribuicdo P é compativel com a rede G.
eg., P(JAmMAaN—bA—e)

= P(jla)P(m|a)P(a|=b, =e) P(=) P(~e)
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Semantica Global

Semantica global define a distribuicao conjunta total @
como o produto distribuicdes condicionais locais:
P(Xy,...,X,) = H?ZIP(XAParents(Xi)) ﬁ

Nesta situacdo dizemos que a distribuicdo P é compativel com a rede G.
eg., P(JAmMAaN—bA—e)
= P(jla)P(ml|a)P(a|=b, —e)P(=b)P(—e)

= 0.90 x 0.70 x 0.001 x 0.999 x 0.998 = 0.00062
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Semantica Local

Semantica Local: cada né é condicionalmente independente
dos seus n3o-descendentes dado os seus pais

Para todo o né X assume-se que P(X |Zy;,..., 2y, Uy, ..., Up) = P(X|Uy,...,Upy).
Concluiu-se que:

Teorema: Semantica Local < Semantica Global
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Markov blanket

Cada né é condicionalmente independente de todos os outros dado o seu
Markov blanket: pais + filhos + pais dos filhos

Seja Wy, ... W, um qualquer conjunto de nds da rede disjunto do Markov Blanket
de X tem-se P(X|Wy,... W, Ur,....Un,Y1,..., Y0, Zvj,... Zyj) =
PX|U, .. Upy Y, Y0, Zhj,y o Zyj)
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Grafos morais e /-separacao

Sejam 3 subconjuntos de nés X, Y, Z de uma rede Bayesiana G. O grafo moral é

construido da seguinte forma:

e Removem-se todos os nds de G exceptuando aqueles que se encontram em
X UY U Z e todos os seus antecessores.

e Liga-se com uma aresta todo o par de nds que tém um filho comum.

e Removem-se as setas dos restantes arcos.

Dizemos que (X _l_Y|Z)g (Z d-separa X de Y) quando todo o caminho entre
X e Y é interceptado por Z no grafo moral.

Teorema: Sejam X, Y e Z quaisquer subconjuntos disjuntos de uma rede G e para
toda a funcdo de probabilidade P compativel com (G, tem-se

1.Se (X _l_Y|Z)q entdo X é condicional. indepen. de Y dado Z em P,

2. Se X é condicionalmente independente de Y dado 7 para todas as distribui¢des
P compativeis com G, entdo (X _Il_Y|Z)g.
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Exemplo de d-separacao

Visit To Asia Smoking
visit 1.00 H smoker 50.0 %
novisit  99.0 — | nonsmoker  50.0 mmmmm |
Tuberculosis Lung Cancer Bronchitis
present 1.04 present 5.50 R present 450 -

| absent 99.0 | absent 94.5

7

Tuberculosis or Cancer

true 6.48
fal 93.5 LLLL ‘ lini
ase‘/ \ Chest Clinic

XRay Result . Dyspnea

abnormal 1.0 present 436 H
| absent 56.4 mmm—

| normal 89.0

| absent 55.0

Distributed by Morsyvs Software Corp.

“Tuberculosis or Cancer” d-separa “Tuberculosis’ de “Bronchitis” ?
“Tuberculosis or Cancer” d-separa “Tuberculosis’ de “Dyspnea”?

“Lung Cancer” d-separa Tuberculosis de " Bronchitis” ?

“Tuberculosis or Cancer” e “Lung Cancer” d-separam “Tuberculosis” de “Dysp-
nea’ ?

%
%
%
%
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Exemplo de d-separagao (cont).

“Tuberculosis or Cancer” d-separa “Tuber-
culosis” de “Bronchitis”? Nao

Visit To Asia

Tuberculosis

“Tuberculosis or Cancer” d-separa

culosis” de “Dyspnea”? Nao

Visit To Asia .
. Bronchitis

Dyspnea

“Tuber-
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Exemplo de d-separagao (cont).

“Lung Cancer” d-separa Tuberculosis de
" Bronchitis” ? Sim

Visit To Asia

Tuberculosis

“Tuberculosis or Cancer” e “Lung Cancer”
d-separam “Tuberculosis” de “Dyspnea”?

Sim

Visit To Asia

Bronchitis

Tuberculosis

Dyspnea
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Construcao de redes Bayesianas

E necessario um método tal que uma série de assercoes testadas localmente
de independéncia condicional garantam a semantica global pretendida

1. Escolher uma ordenagdo das variaveis X, ..., X,
2. Fori =1ton
adicionar X; a rede

seleccionar pais de X, ..., X, 1 tal que
P<X7|PCL7"€TLtS(X7>> == P(X,‘Xl, Ceey X,,;_1>

Esta escolha de pais garante a semantica global:

P(Xy,....X,) = HyzlP(Xi\Xl, ..., X;_1) (regra da cadeia)
HyzlP(Xi\Parents(Xi)) (por construcdo)
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Exemplo

Suponhamos a seguinte ordenacdo M, J, A, B, E

P(J|M) = P(J)?
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Exemplo

Suponhamos a seguinte ordenacdo M, J, A, B, E

P(J|M) = P(J)? Nio
P(A|J, M) = P(A|J)? P(A|J, M) = P(A)?
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Exemplo

Suponhamos a seguinte ordenacdo M, J, A, B, E

N>

Burglary

P(J|M) = P(J)? Nio
P(A|J, M) = P(A[|J)? P(A|J,M) = P(A)? Nio
P(B|A, J, M) = P(B|A)?

P(B|A, J, M) = P(B)?
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Exemplo

Suponhamos a seguinte ordenacdo M, J, A, B, E

Burglary

Earthquake

P(J|M) = P(J)? Nio

P(A|J, M) = P(A[|J)? P(A|J,M) = P(A)? Nio
P(B|A, J, M) = P(B|A)? Sim

P(B|A,J, M) = P(B)? N3o

P(E|B, A, J,M) = P(E|A)?
P(E|B, A, J, M) = P(E|A, B)?
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Exemplo

Suponhamos a seguinte ordenacdo M, J, A, B, E

Burglary

Earthquake

P(J|M) = P(J)? Nio

P(A|J, M) = P(A[|J)? P(A|J,M) = P(A)? Nio
P(B|A, J, M) = P(B|A)? Sim

P(B|A,J, M) = P(B)? N3o

P(E|B, A, J,M) = P(E|A)? Nio
P(E|B, A, J,M) = P(E|A, B)? Sim
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Exemplo (cont.)

Burglary

Earthquake

Decidir sobre independéncia condicional é dificil nas direccbes n3o causais: modelos
causais e independéncia condicional parecem ser inatos nos humanos!

Determinacdo de probabilidades condicionais é dificil nas direcces n3o causais.
Rede é menos compacta do que a inicial: necessarios 1 + 2 + 4 4+ 2 + 4=13
numeros
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Exemplo: Diagndstico de avarias

Evidéncia inicial evidéncia: carro ndo pega
Varidveis observaveis (verde), varidveis “avariado, arranja-o” (laranja)
Variaveis ocultas (cinzento) garantem estrutura esparsa, reduzem parametros

alternator fanbelt
battery age

by
battery battery fuel line starter
meter flat blocked broken
Coron) aoone) QD Coomr
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Exemplo: Seguro do carro

Age

‘/ <=
== /e

SocioEcon

\

akeMode \"4(‘

G ST -

= 27

<)\

(Omercon ComnCos>

iabilityCos PropertyCos
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Distribuicoes condicionais compactas

CPT cresce exponencialmente com o nimero de pais
CPT fica infinita com pai ou filho tomando valores continuos

Solucdo: distribuicGes candnicas que sdo definidas compactamente

Nés deterministas sao o caso mais simples:
X = f(Parents(X)) para alguma fungio f

E.g., funcdes Booleanas
NorthAmerican < Canadian v US NV Mexican

E.g., relacdes numéricas entre varidveis continuas

OLevel
ot

= inflow + precipitation - outflow - evaporation
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Distribuicoes condicionais compactas (cont.)

Distribuicdes Noisy-OR modelam multiplas causas que n3o interagem
1) Pais Uy ... Uy incluem todas as causas (pode-se adicionar né )

2) Probabilidade de falha independentes ¢; para cada causa isoladamente

= P(X|Uy... U, ~Up...=U) =111

Constip.  Gripe  Malaria | P(Febre)| P(—Febre)

F F F 0.0 1.0

F F T 0.9 0.1

F T F 0.8 0.2

F T T 0.98 0.02=0.2 x0.1

T F F 0.4 0.6

T F T 0.94 0.06 = 0.6 x 0.1

T T F 0.88 0.12=0.6 x 0.2

T T T 0.988 0.012 =0.6 x 0.2 x 0.1

Nimero de parametros linear no ndmero de pais

Ano Lectivo 2010/2011 - 1° Semestre — Adaptado de http://aima.eecs.berkeley.edu/slides-tex/ 27



Redes hibridas (discretas+continuas)

Discretas (Subsidy? e Buys?); continuas (Harvest and Cost)

Subsidy?

N

\

/

Buys?

Opcao 1: discretizacgdo—erros podem ser
Opcao 2: familias candnicas com nidmero

grandes, CPTs grandes
finito de parametros

1) Varidvel continua, pais discretos+continuos (e.g., C'ost)

2) Variavel discreta, pais continuos (e.g.,

Ano Lectivo 2010/2011 - 1°
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Variaveis filho continuas

Necessaria uma funcdo de densidade condicional para cada variavel filho dados pais
continuos, para cada possivel atribuicao de pais discretos

Mais habitual é o modelo linear Gaussiano, e.g.,:

P(Cost =c|Harvest = h, Subsidy? =true)

= N(ah + by, 01)(c)
. 1 (c_(@tmbt))2

Ot

oV 2T 2

Média C'ost varia linearmente com Harvest, variancia fixa

Variacdo linear n3o é razoavel para todo o dominio
mas funciona bem se os valores provaveis de Harvest estdo limitados
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Variaveis filho continuas

Rede s com variaveis continuas com distribuicdo LG

= distribuicdo conjunta tem distribuicdo Gaussiana multivariada

Rede discreta++continua LG é uma rede Gaussiana condicional, i.e., uma Gaussiana

multivariada para todas as variaveis continuas para cada combinacao de valores de
varidveis discretas

istiHarvest,Subsidy ?=false)

N
9 AN
)stIHa.b\fg%t,Submdy 7=true) ¢ @:\\Q\%\\\%&\\\i\\\\
0’ 03 A
0.1 { LR
0 0.1 s
0.0

AN

5
Cost 10

3 5 Harvest
Cost 10
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Variaveis discretas com pais continuos

Probabilidade de Buys? dado C'ost deve ser um limiar “suave”:

1
0.8
)
I
3 06 |
g
=
o~
2y 04 r
=}
=)
[a W
0.2 r
0 1 Il 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Cost ¢

Distribuicdo Probit utiliza integral de uma Gaussiana:
O(x) = [ __*N(0,1)(x)dx
P(Buys?=true | Cost=c) = ®((—c+ pu)/o)
P(Buys?= false | Cost=c)=1—d((—c+pu)/o) = D((c — u)/o)
Em que 1 € o local onde ocorre o limiar e ¢ um pardmetro que controla a largura

do limiar..
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Porqué a probit?

1. Tem a forma correcta

2. Pode ser entendida como um limiar cuja localizacdo esta sujeita a ruido

D @D @

Buys? |
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Variavel discreta (cont.)

Distribuicdo Sigmdide (ou logit) também utilizada em redes neuronais:

1
1+ exp(—2=H)

P(Buys?=true | Cost=c) =

Sigmoide tem forma semelhante a da probit mas com caudas maiores:

1
09 r
0.8 r
0.7 1
06
051
04 r
031
02 r
0.1

falselCost=c)

P(Buys?
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Sumario

Redes de Bayes sdo uma representacao natural para independéncia condicional
(induzidas causalmente)

Topologia + CPTs = representacdo compacta de distribuicdo conjunta
Geralmente fécil de construir por (n3o)peritos
Distribuicdes canédnicas (e.g., noisy-OR) = representacdo compacta de CPTs

Varidveis continuas = distribuicGes parametrizadas (e.g., Gaussiana linear)
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